Programarea dinamica I

Principiile programarii dinamice

Programarea dinamica, ca si metoda divide et impera, rezolva problemele combinand solutiile
subproblemelor. Dupa cum am vazut, algoritmii de divide et impera, partitioneaza problemele in
subprobleme independente, rezolva subproblemele in mod recursiv, iar apoi combina solutiile lor
pentru a rezolva problema initiald. Dacad subproblemele contin subprobleme comune, in acest caz, este

mai bine sa folosim tehnica programarii dinamice.
Sa analizam pentru inceput ce se intampla cu un algoritm de divide et impera in aceasta situatie.

Descompunerea recursiva a cazurilor in subcazuri ale aceleiasi probleme, care sunt apoi rezolvate in
mod independent, poate duce la calcularea de mai multe ori a aceluiasi subcaz, si deci la o eficienta
scazutd a algoritmului. S ne amintim de exemplu algoritmul lui Fibonacci expus in primul curs. Sau sa

calculam coeficientul binomial

(Z): (Z:i)+(n;1) pentru 0 <k <n

1 altfel

in mod direct aceasta se realizeaz astfel:

FUNCTION C(n, k)

1. ifk=0o0ork=n then returnl

2. elsereturnC(n—1,k—1)+ C(n—1,k)

Multe din valorile C(i,j), i <n, j < k sunt calculate in mod repetat. Deoarece rezultatul final este

obtinut prin adunarea a (Z) de 1, rezulta ca timpul de executie pentru un apel C(n, k) este in Q((Z)).

Daca memordam aceste valori intr-un tablou de forma celui din figura de mai jos, obtinem un algoritm

mai eficient.
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Figura 1. Coeficientii binomiali
Acesta este triunghiul lui Pascal. Este suficient sa memoram un vector de lungime k, reprezentand linia
curenta din triunghiul lui Pascal din figurd. Daca am completa o matrice de (n, k) putem spune ca este

vorba de elementele de sub diagonala principald. Noul algoritm necesitd un timp de O (nk).

Primul principiu de baza al programarii dinamice este evitarea calcularii de mai multe ori a
aceluiasi subcaz, prin memorarea rezultatelor intermediare.

Putem spune ca metoda divide et impera opereaza de sus in jos, descompunand un caz in
subcazuri din ce in ce mai mici pe care le rezolva separat. Al doilea principiu fundamental al programarii
dinamice este faptul ca opereaza de jos in sus. Se porneste de obicei de la cele mai mici cazuri.
Combinand solutiile lor se obtin solutii pentru subcazuri din ce Tn ce mai mari, pana se ajunge in final la
solutia cazului initial.

Programarea dinamica este folositd de obicei in probleme de optimizare. In acest context,
conform celui de-al treilea principiu fundamental, programarea dinamica este utilizata pentru a optimiza
o problema care satisface principiul optimalitatii: intr-o secventa optima de decizii sau alegeri, fiecare
subsecventa trebuie sa fie de asemenea, optima. Cu toate ca pare evident, acest principiu nu este
intotdeauna valabil si aceasta se intampla atunci cand subsecventele nu sunt independente, adica atunci

cand optimizarea unei secvente distruge optimizarea altei secvente.



Ca si in cazul algoritmilor greedy, solutia optima nu este in mod necesar unica. Dezvoltarea unui

algoritm de programare dinamica poate fi descrisa de urmatoarea succesiune de pasi:

e Se caracterizeaza structura unei solutii optime

e Se defineste recursiv valoarea unei solutii optime

e Se calculeaza de jos in sus valoarea unei solutii optime
Daca pe langa valoarea unei solutii optime se doreste si solutia propriu-zisa atunci se mai
efectueaza si acest pas:

e Dininformatiile calculate se construieste de sus in jos o solutie optima.

O competil lie

Din acest prim exemplu de programare dinamica reiese structura de control si ordinea rezolvarii
cazurilor. Problema considerata nu este una de optimizare.

Sa ne imaginam o competitie in care doi jucatori A, B joaca o serie de cel mult 2n — 1 partide,
castigator fiind jucatorul care acumuleaza primul n victorii. Presupunem ca nu exista partide egale, si ca
rezultatele sunt independente intre ele si cd pentru orice partida exista o probabilitate p ca jucdtorul A
sd castige, si o probabilitate 1 — p ca jucatorul B sa castige.

Ne propunem sa calculdam P (i, j), probabilitatea ca jucatorul A sa castige competitia, dat fiind
ca mai are nevoie de i victorii, iar jucatorul B mai are nevoie de j victorii pentru a castiga. La inceput
evident, probabilitatea este P(n, n) pentru ca fiecare jucator mai are nevoie de n victorii.

Pentrul < i < navem P(0,i) = 1implicd P(i,0) = 0. Probabilitatea P(0,0) este nedefinita.

Pentru i,j > 1 se poate calcula P(i, j) dupa formula:

P, j)=pP(i—-1,))+qP(,j—1)
Algoritmul pentru a calcula aceasta probabilitate este:
FUNCTION P(i,j)
1. ifi=0 thenreturn(
2. if j=0 thenreturnl
3. returnpP(i—1,j)+qP(i,j—1)
Fie t(k) timpul necesar, Tn cazul cel mai nefavorabil pentru a calcula probabilitatea P (i, j) unde

k=i+]j.



Avem :

t()<a

ttk)<2ttk—1)+¢c k>1

unde a, ¢ sunt doud constante. Prin metoda iteratiei, obtinem t € 0(2%),iardacdi =j=n
atunci t € 0(4™). Daca urmarim modul in care sunt generate apelurile recursive, in figura 2, vom

observa ca algoritmul este la fel de ineficient ca cel al calcului coeficientilor binomiali:

Cai+j)=C(G-D+j)+CG+G-1,j—1

Pentru a calcula numarul total de apeluri recursive necesare pentru a obtine C(n, k), notam cu

r(n, k) numarul de apeluri recursive necesare pentru a-l calcula pe C(n, k). Folosim inductia si anume:

Daca n este 0, proprietateaca C(n, k) = 2 (Z) — 2 este adevarata.

Presupunem proprietatea adevarata pentru n — 1 si demonstram pentru n.
Fie 0 < k < n atunci avem recurenta
rnk)=r(n—1L,k—1)+#r(n—1,k) + #2

De aici rezulta ca

rng) =2(0 1) —2+2(" ) -2+2=2(}) -2

A N . .(m . . N
In cazul in care k este 0 sau n atunci r(n, k) = 0 si (k) = 1, deci proprietatea este adevarata.
. . . s . . . i+
Revenind la problema de mai sus, rezulta ca numarul total de apeluri recursive este 2 j - 2.

Timpul de executie pentru un apel in P(n, n) este deci in Q(ZT?) ceea ce inseamna cd este

ineficient. Pentru a imbunatati algoritmul procedam ca in cazul triunghiului lui Pascal. Se va completa un

tablou bidimensional insa nu linie cu linie ci pe diagonala. Probabilitatea P(n,n) poate fi calculata prin

apelul serie(n, p) al algoritmului de mai jos.



FUNCTION serie(n,p)
array P[0..n,0..n]
gqel-p
fors<1tondo

P[0,s] « 1; P[s,0] « O

fork<1tos—1do

Plk,s — k] « pPlk — 1,s — k] + qP[k,s — k — 1]

fors<1tondo

fork<0ton—sdo

Pls+kn—k]l<pPls+k—-1,n—k]+qP[s+kn—k—1]

W 0O N o U B~ W NP

10. return P[n,n]

Deoarece in esenta se completeaza un tablou de n X n elemente, timpul de executie pentru un apel
serie(n,p) este in ®(n?). Ca si in cazul coeficientilor binomiali nu este nevoie de memorarea intregului

tablou P, ci doar diagonala curenta din P.

Multiplicarea matricelor in lan(’

Un alt exemplu concret de programare dinamica este un algoritm care rezolva problema
multiplicrii unor matrice. Se da o list3, o secventa de matrice (4, 45, ..., A,,) de n matrice, ce trebuie
multiplicate si dorim sa calculam produsul A;4, ... A,. Putem evalua aceasta expresie folosind un
algoritm clasic de multiplicarea a matricelor, ca o subrutina, odata ce am pus parantezele, pentru a
elimina ambiguitatea modului in care matricile sunt multiplicate. Un produs de matrice este complet
parantezat daca fie este o matrice, fie este produsul a doua produse de matrice complet parantezate,
evident inconjurate de paranteze. Multiplicarea matricelor este asociativa, asa ca in orice mod am pune

parantezele am obtine acelasi produs. De exemplu daca lantul de matrice ce trebuie inmultite ar fi:

(A4, 4,5, A3, A,) atunci el poate fi efectuat astfel
(41(4,(454) ) sau
(A1((A2A3)A4)) sau
((414,)(434,)) sau

(((4142)45)4,)



Modul in care efectuam aceasta ordonare a parantezelor poate avea un impact dramatic asupra
eficientei multiplicarii totale. Sa luam de exemplu costul multiplicarii a doua matrice. Algoritmul
standard este dat de pseudocodul de mai jos. Atributele rows si columns sunt numarul de linii si coloane
dintr-o matrice.
MATRIX — MULTIPLY (A, B)

1. if columns[A] # rows|[B] then error dimensiuni eronate

2 else

3 fori < 1torows[A] do

4 forj < 1to columns[B] do

5. Cli,jl<0

6 for k « 1to columns[A] do

7 Cli,jl < Cli,j1 + Ali, k] - Blk,j]
8

returnC

Putem Tnmulti doua matrice A si B doar daca numarul de coloane din A este acelasi cu numarul de
randuri ale lui B. De exemplu dacd A este o matrice de p X r si B este o matrice de g X r, rezultatul este
o matrice C de p X . Acest algoritm are un ordin in 8(n3).

Pentru a ilustra diversele costuri ce apar prin plasarea diferita a parantezelor sa consideram
produsul a trei matrice A;A,A45.

Sa presupunem ca matricele au dimensiunile A; — 10 X 100,A4, — 100 X 55si A3 — 5 X 50.

Daca ludm Tn considerarea parantezele ((AlAz)A3) vom avea nevoie de un numar de operatii de
multiplicare de 10 - 100 - 5 = 5000 pentru a obtine produsul A;4,. Apoi mai avem nevoie de
10 -5 - 50 = 2500 de inmultiri a elementelor matricelor (4;4,) cu As. in total avem nevoie de 7500 de

produse scalare.

Dacé ludm in considerare al doilea caz si anume (A4, (4,43)) mai intai calculdm produsul (4,45),
pentru care avem nevoie de 100 - 5 - 50 = 25000 de operatii de inmultire. Apoi vom avea nevoie de
alte 10 - 100 - 50 = 50000 pentru a calcula produsul dintre A; si (A,43). in total obtinem 75000 de

multiplicari adica de 10 ori mai mult decat cazul anterior.

Problema multiplicarii matricelor in lant se formuleaza astfel:



Se da un lant de matrice (A4, 45, ..., A,) unde pentruun i = 1,2, ...,n 0 matrice A; are dimensiunea
Di—1 X p;. Sa se parantezeze complet produsul 4; - 4, - ...+ A, astfel ca numarul de multiplicari sa fie

minim.

Calculul complexitaii algoritmului brute-force

nainte de a rezolva problema prin programare dinamic3, va trebui s ne convigem c& o ciutare
exhaustiva este ineficienta. Fie numarul de parantezari alternative a unei secvente de n matrice notat cu
P(n). Din moment ce putem separa secventa de n matrice intre primele k matrice siceledela k + 1
pana la n, pentru orice k = 1,2, ...,n — latunci parantezand recursiv obtinem

P( )_{1 dacan=1
W= Ylp(k)P(n—k) dacin=2

Problema se reduce la rezolvarea acestei recurente folosind numere Catalane:

P(n) =C(n—1)unde C(n) = L(Zn) = Q( £ )

n+i\n n3/2
Astfel se poate observa ca metoda brute-force are o complexitate exponentiala ceea ce o face

ineficienta.

Structura unei parantezari optime

Primul pas din paradigma programarii dinamice este de a caracteriza structura unei solutii
optime. Pentru o multiplicare a unor matrici putem proceda dupa cum urmeaza. Sa adoptam notatia
A;.j pentru matricea ce rezulta din evaluarea produsului A;A; 41 ... Aj. O aranjare optima a parantezelor
a produsului A; 4, ... A, imparte produsul intre Ay, si Ax,1 pentru unintreg k din intervalul [1, n). Adica
pentru o valoare a lui k, mai intdi calculam matricele A, j si Ay 415 Si apoi le multiplicam pentru a
produce produsul final A4 ;,. Costul parantezarii optime este costul calcului matricei A;_j plus costul
calcului matricei Ay 415, plus costul multiplicarii finale a celor doua matrici.

Observatia cheie este ca parantezarea sublantului format din A, A, ... Ay in cadrul parantezarii
optime a lui A;4, ... A, trebuie sa fie la randul ei optima. De ce? Daca ar fi un al mod mai bun de a
paranteza A, A4, ... Aj, aceasta in cadrul lantului A; 4, ... A, va duce la o alta parantezare mai bunda ain
locul celei presupuse a fi optime. De aici apare contradictia ce confirma ipoteza. Asemenea vom spune

€d Agy14k4o ... Ay este parantezarea optima in cadrul lantului mare A4, ... A,.



O solutie recursiva

Al doilea pas din paradigma programarii dinamice este sa definim valoarea unei solutii optime
recursiv in raport cu solutiile optime ale subproblemelor. Pentru problema multiplicarii in lant alegem ca
subprobleme determinarea costului minim in a paranteza A;A;;; ... Ajpentru1 < i < j < n. Fie mli,j]
numadrul minim de multiplicdri necesare pentru a calcula matricea A; ;. Cu aceste considerente costul cel
mai mic pentru a calcula A, , trebuie sa fie m[1, n].

Putem defini m[i, j]recursiv dupa cum urmeaza. Dacd i = j, lantul consta dintr-o singura
matrice A; ; = A; astfel ca nici o multiplicare intre elementele acestei matrice nu este necesara. De
aceeam|i,j] = O pentru i = 1,2, ..., n. Pentru a calcula m[i, j] cdnd i < j, vom profita de structura
stabilitd la pasul 1. Adica presupunem ca parantezarea optimd imparte produsul A;A; ;4 ... A; intre Ay si
Apsq unde i < k < j. Astfel, m[i, j] este egal cu minimul atunci cand calculdm subprodusele A; j si
Ag41.j, plus costul multiplicarii matricelor finale. Din moment ce calculul produsului A; xAk44.j ia
Pi—1Pkp; multiplicari, vom obtine:

ml[i,j] = m[i, k] + m[k + 1,j] + pi_1pkp;

Aceasta ecuatie porneste de la premisa ca stim valoarea lui k, ceea ce nu este adevarat. Totusi,
exista j — i valori posibile pe care k le poate lua sianume k =i,i + 1,..,j — 1. Din moment ce
parantezarea optima este una corespunzatoare uneia din aceste valori ale lui k, le putem verifica pe
toate si descoperi pe cea mai buna. De acea definitia recursiva a parantezarii optime a produsului
AiAiqq .. Aj devine:

0 dacai=j

. . . . , 1
m1nisk<]-{m[l, k]l +mlk+1,j]+ pi_lpkpj} dacai<j (1)

=]

Valorile m[i, j] dau costul minim pentru o subproblema (i,j). Pentru a tine evidenta construirii
solutiei optime, fie s[i, j] ce reprezintd valoarea lui k pentru care putem imparti produsul A;A4;, 1 vy
astfel ca parantezarea s fie optima. Cu alte cuvinte s[i, j] este acel k pentru care

mli,j] = m[i, k] + m[k + 1,j] + pi—1pkD;-



Calculul costului optim

La acest moment, se poate scrie algoritmul recursiv bazat pe recurenta (1), algoritm ce
calculeaza costul minim m[1, n] necesar multiplicarii lantului de matrice A4, A,, ..., A,,. Se poate intui
timpul exponential al unui astfel de algoritm.

Cea mai importanta observatie ca avem putine subprobleme: una pentru fiecare alegere a lui i si
j ce sa fie in intervalul [1,n]. Tn total obtinem 8(n?) pentru aceste alegeri. Un algoritm recursiv ar putea
intalni fiecare subproblema de mai multe ori. Aceasta proprietate de a suprapune probleme ce pot
apare redundant este marca programarii dinamice.

Asa c3, in loc sa calculam solutia recurentei (1), vom efectua un al treilea pas si anume vom
considera problema de sus in jos. Urmatorul pseudocod presupune ca matricea A; are dimensiunile
pi—1 X p; pentru i = 1,2, ..., n. Secventa de intrare este (pg, py, -.., Pn) unde length[p] = n + 1.
Procedura foloseste o tabela auxiliard m[1..n, 1..n] pentru a stoca, costurile m[i, j] si tabela auxiliara

s[1..n,1..n] ce tine indecsii lui k ce au fost obtinuti in calculul lui m[i, j].

MATRIX — CHAIN — ORDER(p)

1. n« length[p]—1

2. fori<1ltondo

3 m[i,i] « 0

4. forl<2tondo

5. fori—=1lton—I1l+1do

6 jeitl—-1

7. mli,j] « oo

8 fork<itoj—1do

9 q « mli,k] + m[k + 1,j] + pi_1pip;
10. if g <mli,j] then
11. mli,j] < q

12. s[i,jl <k

13. returnmand s

Algoritmul va umple tabela m in asa fel incat sa rezolve problema parantezarii optime. Ecuatia

(1) aratd ca, costul m[i, j] pentru a calcula produsul a j — i + 1 matrice, depinde doar de costul optim al

9



calculului a unui produs de mai putin de j — i + 1 matrice. De aceeapentruk =i,i +1,..,j — 1,
matricea A; j este produsul dintre k — i + 1 < j — i + 1 matrice, si de asemenea, matricea Ay, _j este
produsulaj—k <j—i+ 1 matrice.

Algoritmul va calcula prima dat3 (liniile 2-3) m[i, i] = 0 pentrui = 1,2, ..., n adica, costul minim
de a calcula produsul dintre 4; si acelasi 4;.

Apoi, pe liniile 4-12 algoritmul foloseste formula (1) pentru a calcula m[i, i + 1] pentru
i =1,2,..,n—1,adicd tocmai costul minim pentru lanturi de lungime 2. Aceasta se intampla la primul
pas din for-ul cu variabila I. A doua oara cand se trece prin for, se vor calcula minimele pentru lanturi de
trei elemente: m[i,i + 2] pentrui = 1,2, ...,n — 2, si tot asa.

La fiecare pas, costul m[i, j] (liniile 9-12) depinde doar de intrarile m[i, k] sim[k + 1,j] ce au
fost deja calculate la niste pasi anteriori.

Figura 2. llustreaza procedura pentru un lant de n = 6 matrice. Din moment ce am definit
mli, j] doar pentru i < j, se va folosi doar portiunea de deasupra diagonalei pentru a calcula costurile

minime.

Figura 2. Maticele m si s calculate pentru n=6, rotite cu 45°

Problema initiala este aceasta: Se dau matricile de dimensiunile:

matricea Dimensiunea
Aq 30 x 35
A, 35x 15
A 15 x5
Ay 5x10
Ag 10 x 20
Ag 20 x 25

10



Matricele sunt rotite astfel ca diagonala principala sa fie pe orizontalda. Cum doar elementele de peste
diagonala principala sunt folosite in matricea m rezulta aceste doua triunghiuri. Numarul minim de

multiplicdri este m[1,6] = 15125. Pentru elementul m[2,5] calculele ce se fac pentru aflarea minimului

sunt:
m[2,2] + m[3,5] + pypaps = 0 + 2500 + 35-15-20 = 13000
m[2,5] = min{ m[2,3] + m[4,5] + p1psps = 2625 + 1000 + 35-5-20 = 7125
m[2,4] + m[5,5] + pypaps = 4375+ 0 +35-10-20 = 11375

Asa cd m[2,5] = 7125 fapt marcat si in matricea din imagine.

in imaginea 2, fiecare rand orizontal contine elementele din lantul de matrice de aceeasi lungime.
Functia MATRIX — CHAIN — ORDER calculeaza randurile de la baza triunghiului la varf, adica de sus in
jos. Orice m[i, j] este calculat folosind produsele pi-1DkPjpentruk =i,i+1,...,j — 1 sitoate
elementele din sud-estul si sud-vestul lui m[i, j]. O simpld analiza a acestui algoritm va da timpul total

de 8(n3) din cauza celor trei for-uri imbricate.

Cea mai lunga subsecventa

Urmatoarea problema, denumita si gasirea celei mai lungi subsecvente comune poate fi
formulatd dupa cum urmeaza. O subsecventa dintr-o secventa data este o bucata din acea secventa in
care unele elemente au fost eventual indepartate. Dat fiind o secventd X = (x4, x5, ..., X;,), O altad
secventd Z = (zq, Z,, ..., Z) este o subsecventd a lui X dacd exista o secventa (iy, iy, ..., i) de indici ai lui
X astfel ca pentru toate j = 1,2, ..., k sa avem Xi; = 7. De exemplu, Z = (B, C, D, B) este subsecventa
luiX =(A,B,C,B,D, A, B) corespunzator indicilor (2,3,5,7).

Dat fiind doua secvente X si Y, spunem ca o secventa Z este o subsecventa comundaaluiXsiY
dac3 Z este o subsecventd atat a lui X catsia lui Y. De exemplu, dacd X = (4,B,C,B, D, A, B) si
Y =(B,D,C,A,B,A), secventa (B, C, A) are trei elemente si nu este cea mai lunga subsecventd (LCS) a
lui X si Y, deoarece existd o altd subsecventd comuna cu 4 elemente si anume (B, C, B, A). Deoarece nu
exista nici o altd secventd comund cu 5 elemente spunem ca (B, C, B, A) este si cea mai lunga.

Putem formula problema celei mai lungi subsecvente comune astfel: se dau secventele

X =(x1,x2, ., Xm) $I Y ={(¥1,Y2, ..., Vn) si se doreste aflarea celei mai lungi subsecvente a lui X si Y.
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Caracterizarea celei mai lungi subsecvente

O abordare brute-force a acestei probleme este de a enumera toate subsecventele ale lui X si

de a verifica fiecare subsecventa pentru a vedea daca este de asemenea siin Y. Fiecare subsecventa

corespunde unui subset de indici {1,2, ..., m} ai lui X. Existd 2™ subsecvente a lui X, deci aceasta

abordare este total ineficienta.

Rezolvarea problemei deriva de la o proprietate. Dupa cum vom vedea, clasa naturala de

subprobleme corespunde unor perechi de prefixe, ale celor doua secvente de intrare. Mai exact, dat

fiind o secventa X = (xlsz, we) X ) definim al i-lea prefix pentrui = 0,1, ..., m ca fiind X; =

(x1,%5, ..., x;). De exempludacd X = (4,B,C,B, D, A, B) atunci X, = (4, B, C, B) si X, este secventa

vida.

siY.

2)

3)

Teorema 1.

Fie X = (x4, X2, .., X)) SIY = (¥, ¥2, ..., ¥n) secventele si fie Z = (24, z, ..., zy) orice LCS a lui X

1. Daca x,,, = ¥y, atunci z; = x,;;, = Yy, Si Z_1 este o LCS a lui X;;,_1 si Y—1.
2. Daca x,,, # yy atunci z, # x,,, implica faptul ca Z esteo LCS a lui X;,,_1 si Y,

3. Daca x,,, # y, atunci z, # y, implica faptul ca Z este o LCS a lui X,;, si ¥},

Demonstratia

Dacad z;, # x,,, atunci putem atasa x,,, = y,, lui Z pentru a obtine LCS a lui X, Y de lungime k + 1.
Contrazicem astfel presupunerea ca Z este cea mai lunga subsecventa a lui X siY. De aceea
trebuie sa avem z;, = x,, = y,,. Acum prefixul Z,_; este de lungime (k — 1) si este LCS pentru
Xm—lr Yn—l-

Daca z, # x,, atunci Z este subsecventa comuna lui X,,,_; si Y. Daca ar fi o subsecventa
comuna W alui X,,,_1 si Y cu o lungime mai mare decat k, atunci W ar fi de asemenea o
subsecventa comuna pentru X,,, si Y, cotrazicand presupunerea z; # X,.

Demonstratia este simetrica lui 2).
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O solutie recursiva

Teorema 1, implica faptul ca fie existd una sau doua subprobleme de examinat cand cautam LCS
alui X = (xq, X2, v, X)) Si Y = (y1, V2, .o, Y ). Dacd x,,, = y,, atunci trebuie s gasim LCS al lui
Xm-1 51Y,_1. Dacd adaugam x,,, = y,, la aceasta solutie de LCS gasita, atunci avem chiar LCS al lui X si
Y. Al doilea caz este cand x,,, # y,, si atunci trebuie sa gasim fie LCS a lui X,,,_1 si Y, , fie LCS a lui
Xm SiY,_q.

Ca si problema nldntuirii inmultirii matricelor, solutia recursiva la problema LCS implica
stabilirea unei recurente de cost optim. Sa definim c[i, j] lungimea unei LCS intre secventa X; si Y;. Daca
orii = 0ori j = 0, una din secvente are lungimea 0 deci LCS este de lungime 0. Structura optima a
problemei LCS este data de formula:

0 dacii=0sij=0
cli,jl={cli—1j—-1]+1 dacdi,j >0 si x; = y; )
max(c[i,j — 1], c[i = 1,j]) dacdi,j > 0six; #y;

Calculul lungimii unui LCS

Pe baza ecuatiei (2) putem usor scrie un algoritm recursiv cu un ordin de timp exponential
pentru a calcula lungimea LCS a celor doua secvente. deoarece sunt doar 8 (mn) subprobleme distincte,
putem rezolva prin aplicarea programarii dinamica.

Procedura LCS_LENGTH va lua doud secvente X = (xq, X2, ..., X;m) Si Y = (y1, V2, ..., Jp) Ca
intrare. Va stoca in matricea ¢[0..m, 0..n] valorile c[i, j] corespunzdtoare secventelor. Primul rand din
c este umplut de la stanga la dreapta, apoi al doilea rand este umplut de la stanga la dreapta si asa mai
departe. Tn matricea b[1..m, 1..n] se mentin indicatii pentru a reconstrui usor solutia final4. Practic
b[i, j] indica subproblema optima corespunzatoare calcului c[i, j]. Procedura va returna ambele matrice:
c[m, n] contine lungimea LCS a secventelor X, Y.

Procedura are un ordin de timp O (imn) deoarece calculul fiecarui element din matrice este in

0(1).

13



LCS_LENGTH(X,Y)
1) m « length[X]
2) n <« length[Y]
3) fori<1tomdo

4) c[i,0] « 0

5) forj<Otondo

6) c[0,j] <0

7) fori<1ltomdo

8) forj<1ltondo

9) if x; =yjthen

10) cli,jlecli—1,j—-1]+1
11) bli,jl<"N"

12) else

13) if cli—1,j]1=cli,j — 1] then
14) cli,jl < cli—1,j]
15) bli,jl<"1"

16) else

17) cli,jl « cli,j — 1]
18) bli,jle"«"

19) returncsib

i 0 1 2 3 4 5 6
i y, ® 0 @ A ® @
O x| o] 0 o 0/ 0 [}1 0
1A 0 {Tl (Tl 3\1 — ] T\l%
2 = ‘\14—1 < I\zt--zl
N IINERIR « BB
+ ®| N 0] 5\3 3
> D g I\z g g ; Is
6 A o I I ; 1N, T
B o ™ BRI 1

Figura 3. Matricile c si b calculate pentru X = (A,B,C,B,D,A,B)siY =(B,D,C,A, B, A).
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Cum construim o LCS

Tabelul b returnat de procedura LCS_LENGTH poate fi folosit usor pentru a construi o secventa
optima. Tncepem cu b[m, n] si urmarim drumul din matrice indicat de sageti. Atunci cand intalnim un N\
in locatia b[i, j] inseamna cd x; = y; adicd am gasit un element al lui LCS. Elementele sunt descoperite
in ordinea inversa a lor. n figura de mai sus, intrarea 4 din c[7,6] este lungimea unei secvente
LCS(B,C,B,A)aluiX,Y.Pentrui,j > 0 c[i, j]depinde doar de egalitatea dintre x; si y; si de valorile
cli—1,j]sicli,j— 1] sic[i —1,j — 1] care sunt calculate inainte de c[i, j].

Solutia recursiva de mai jos afiseaza LCS a lui X si Y Tn ordinea corecta. Primul apel va fi

PRINT_LCS(b, X, length|X], length[Y]).

PRINT_LCS(b, X, 1,))
1) ifi =0sauj =0thenreturn

2) if bli,jl= "N\" then

3) PRINT_LCS(b,X,i—1,j—1)

4) print x;

5) elseif b[i,j]="1"

6) then PRINT_LCS(b,X,i —1,))
7) else PRINT_LCS(b,X,i,j — 1)

Pentru b din figura 3 aceasta procedura afiseaza BCBA. Procedura are un ordin de timp O(m + n)

deoarece la fiecare pas al recursivitatii, fie i, fie j este decrementat.
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